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一、研究動機
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二、研究目的
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三、研究器材與設備
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四、研究方法 
問題：以方形的容器而言，其長與寬較容易測量所以沒有問題，但就圓形的杯子而言，卻有一點點問題，由於在生活
中的杯子，並非標準的圓柱，開口與底面的圓形面積並不一樣大，所以必須想辦法解決。再則如何測量出開口
及底面圓形的直徑，也是要注意的，如何在不用精密儀器的前提之下，測量出圓形杯子的開口與底面圓形的直
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徑和方形容器的長與寬，並提升精確度，是本實驗的重點。
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(一)圓形杯子容積的研究

由於杯子開口與底面的面積大小並不一樣，所以針對圓形杯子做進一步的了解。因為杯子的剖面圖為梯形，如
圖4-1-1，而且杯子內部的形狀，可以視為是以底面圓形的圓心為旋轉軸心，用梯形做360°的旋轉產生的形狀，如
圖4-1-2，我們將梯形放至於座標平面上，如圖4-1-3，r為底面圓形的半徑，R為開口圓形的半徑，H為圓形杯子的高
，在座標平面上，梯形傾斜的那一條邊可視為過(0,r)及(H,R)兩點的直線，可以利用直線L的直線方程式求出圓形杯
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子高度與圓形杯子半徑的關係式，由於杯子的高度可視為是裡面所裝填物質的高度，以本實驗以水而言，直線L所代
表的是水深與杯子半徑的關係式，如圖4-1-3。
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如何測量圓形杯子裡頭裝水的體積？這是本實驗的一個重點，我們可以利用直線L算出每一個地方水深及它所對應
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出的圓杯半徑，我們做了以下的嘗試。
不分等分：

右圖為裝水的圓形杯子剖面圖，如右圖所示，我們取剛好與杯子中的水深h一樣的
杯子高度做討論，
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及水深h都可以測量而得到，若以底面的半徑r來計算，則體
積為
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，就如右圖，會少計算紅色虛線與圓形杯子的邊緣所夾部分面積的旋轉
體體積，相反的，若用水深對應出的半徑
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去計算體積則為
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但會多算藍色虛
線與杯子邊緣所夾部分面積的旋轉體體積，由底面的半徑
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來算體積會比較少，而由
水深對應出的半徑
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來算體積則會比較多，為了減低誤差的差距，我們將兩個算出的
數值加起來除以二，所以體積為
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二等分：

承實驗一，由於發現算出來有誤差，於是我們做了以下的改良，將原本的水深
分為上下兩段，
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及水深h都可以測量而得到，所以我們將所要求的體積
分為上半部及下半部。

上半部的體積=(
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下半部的體積=(
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其他：

承不分等分及二等分，為了繼續減少誤差，於是我將原本的水深分為四等分、八等分、十六等分及三十二等分，
討論其體積。以下為四等分求體積的式子，其餘的由此規則類推。

四段：    第一部分的體積=(
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第三部分的體積=(
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(二)實物測量

圓形杯子半徑作法：
1.將黏土舖平在桌上。
2.將所測量圓柱形容器開口蓋向黏土。
3.將附著於開口處的黏土取下。
4.用另一塊黏土壓到杯子的底部，並把黏土平舖在杯子底部
5.利用三角版與直尺，夾出圓形容器底面及開口的直徑長，如下圖。
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方形容器長與寬：
1.將黏土壓至方形容器的底部並使黏土平舖在容器的底部。
2.將底部的黏土取下。
3.利用三角版與直尺，夾出方形容器底部的長
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與寬
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，如下圖。

[image: image42.png]



[image: image43.png]



水深及杯子高度的測量：
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將直尺直立的插到杯子底部，在開口處用直尺靠近插入的直尺，讀出高度。

直線L： 

由於直線L是過(0,r)及(H,R)兩點的直線，所以可以得到直線方程式為
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算出直線L，就可以知道水深所對應的半徑，如右圖4-2-3。
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五、結論與討論
(一)實驗結果(重量杯v.s.梅子綠茶)：

	方形容器
	長
	寬
	杯子深度

	近似值
	7.1
	7.1
	4.36

	估計值
	7.06
	7.06
	4.4


表 5-重 重量杯的直徑及杯子深度                               表 5-梅 梅子綠茶的長、寬與杯子深度：

	圓形杯子
	底 面 圓 形
	開 口 圓 形
	

	
	直 徑
	半 徑
	直 徑
	半 徑
	杯子深度

	近似值
	7.2
	3.6
	9.6
	4.8
	16.6

	估計值
	7.19
	3.595
	9.59
	4.795
	16.55


說明：包含表5-重、表5-梅、表5-1、表5-2和表5-3，測量單位長度為公分、體積為立方公分

表 5-1 限定圓形杯子水深為4公分的實驗結果
	
	不分等分
	兩等分
	四等分
	八等分
	十六等分
	三十二等分

	上和 (近似值)
	60.50216π
	58.29481π
	57.20159π
	56.65759π
	56.38625π
	56.25074π

	上和 (估計值)
	60.37384π
	58.16235π
	57.06711π
	56.52213π
	56.25029π
	56.13184π

	下和 (近似值)
	51.84π
	53.96373π
	55.03605π
	55.57482π
	55.84486π
	55.98005π

	下和 (估計值)
	51.6961π
	53.82348π
	54.89768π
	55.43741π
	55.70793π
	55.86066π

	π (近似值)
	3.051286
	3.053558
	3.054127
	3.054269
	3.054305
	3.054314

	π (估計值)
	3.051015
	3.053307
	3.053881
	3.054024
	3.05406
	3.053125


說明：方形容器所測出水深為3.4公分、3.43公分，體積估計值為171.394立方公分，體積近似值為170.9635立方公分

表 5-2 限定圓形杯子水深為10公分的實驗結果
	
	不分等分
	兩等分
	四等分
	八等分
	十六等分
	三十二等分

	上和(近似值)
	186.8739π
	171.9022π
	164.5797π
	160.9592π
	159.1592π
	158.2618π

	上和(估計值)
	186.6305π
	171.6258π
	164.2877π
	160.6597π
	158.856π
	157.0727π

	下和(近似值)
	129.6π
	143.2653π
	150.2612π
	153.8π
	155.5796π
	156.4719π

	下和(估計值)
	129.2403π
	142.9307π
	149.9401π
	153.486π
	155.2691π
	155.2793π

	π(近似值)
	3.026442
	3.038987
	3.04214
	3.042929
	3.043126
	3.043176

	π(估計值)
	3.010775
	3.023355
	3.026517
	3.027308
	3.027506
	3.044693


說明：方形容器所測出水深為9.5公分、9.54公分，體積估計值為478.895立方公分，體積近似值為475.5079立方公分

表 5-3 限定圓形杯子水深為16公分的實驗結果
	
	不分等分
	兩等分
	四等分
	八等分
	十六等分
	三十二等分

	上和 (近似值)
	362.0079π
	320.6704π
	300.6705π
	290.8378π
	285.9632π
	283.5364π

	上和 (估計值)
	361.7788π
	320.3384π
	300.2912π
	290.4358π
	285.5502π
	280.0652π

	下和 (近似值)
	207.36π
	243.3467π
	262.0085π
	271.5068π
	276.2977π
	278.7036π

	下和 (估計值)
	206.7844π
	242.8412π
	261.5426π
	271.0615π
	275.863π
	275.2966π

	π (近似值)
	2.992543
	3.020935
	3.028117
	3.029918
	3.030369
	3.030481

	π (估計值)
	2.966614
	2.994972
	3.002147
	3.003946
	3.004396
	3.037133


說明：方形容器所測出水深為16.9公分、16.92公分，體積估計值為851.929立方公分，體積近似值為843.3537立方公分
(二)旋轉體體積
用同一個三角形，如右邊兩個圖形所示，以距離旋轉軸心相同距離
作旋轉，所旋轉出的體積，並不相等，因為我們在實驗中利用分段來求
體積的方法，若是相等則圓杯的體積應等於(上和+下和)/2，但實驗證
明，當我們等分數不一樣時，每一等分數的體積總和並不相等，故可證
明所旋轉出的體積並不相等，但等分數越多時也較接近於實際值。

(三)三十二等分的現象
將體積分成三十二等分算出體積，然後在去求出π，比較分成十六等分所算出的π，有著蠻大的差異，
以重量杯與梅子綠茶的實驗結果，限制水深為10公分時，十六等分所求出π的近似值為3.004396，三十二等
分所求出π的近似值為3.037133，差距約0.033，更接近真正的π，可能因為是當等分數的越多時，就越接
近實際的π值。

(四)實驗結果
我們為了減少誤差，增加了圓杯中的水量，但我們從實驗結果發現，我們測量出的π值，並不會因為我
們增加水量而讓所測出的值更接近實際的π值，我們檢討結果發現，因為我們增加水量，但我們將體積等分
最多也只有三十二等分，所以增加水量並不會讓我們所測量的值更接近實際的π值，加水可能真的減少了誤
差的影響，但只是我們體積等分並不夠多而造成所測量出的π值，反而差距更大，由於我們體積的等分最多
也只到三十二等分，所以看不到結果，若再繼續的細分下去，一定會更接近π的實際值。

(五)實驗檢討
由於我們是利用生活中方便取材的杯子及飲料罐子，再加上生活中容易取得測量工具直尺和三角板而且
實驗者是否很精確的測量出每一個數值，都會影響到實驗的精確性。再則是我們利用分段求體積的方式讓所
求出的π值更接近於實際值，但由於最多三十二等分，由於等分不夠多，尚不可以將π算的精確。最後，雖
然說是圓形的杯子，但是杯子經過多次實驗是否依舊是圓形？以上皆為本實驗可能產生誤差的地方。
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圖 4-1-1 圓形杯子的剖面圖
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圖 4-1-3 將梯形放至於座標平面上





圖 4-1-2 梯形旋轉圖
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方形容器的體積為 � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���	：方形容器的長


� EMBED Equation.3  ���	：方形容器的寬


� EMBED Equation.3  ���	：方形容器的水深





圓柱形容器的體積為 � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ��� 	：由於開口與底面面積不一


樣大，所以r尚待討論。


� EMBED Equation.3  ���	：圓形杯子的水深


π	：圓周率











照片 4-2-2 測量方形容器邊長實作





照片 4-2-1 測量圓杯直徑實作
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旋轉360°
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在上課時候，有上到關於圓的單元。當時老師說：「現在國中的π不能用3代入求面積，國中要用3.14代入？」到底π是3還是3.14，我們只好用我們實際的行動來試驗看看到底π是多少。





利用未標明刻度的圓形杯子及方形容器、直尺、三角板及生活中方便取得的測量工具，求出π的近似值。





生活中方便取得的圓形杯子及方形容器、直尺、三角板、黏土、電腦(軟體：EXCEL)。





設計構想：計算π的近似值，我們使用的方式為：先將水裝入圓形杯子中，再將水倒入方形杯子中，利用水體積不變的特性求出π的近似值。





名詞說明：上和：分段求體積以較大的半徑所算出來體積的總合。


下和：分段求體積以較小的半徑所算出來體積的總合。








實驗設計構想圖





圖 4-1-4 不分等分的剖面圖





圖 4-1-5 二等分的剖面圖
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圖 4-2-3 座標平面上的直線L
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